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１．はじめに
最小二乗線形判別法（以降 LSLCと呼ぶ）は， 量的デー

タのクラス分類において，線形判別分析法（以降 LDAと
呼ぶ）に比べ，固有値問題を解く必要がなく，逆行列問題
だけで簡便に求められる利点がある。ただし，目的ベクトル
に相当する近似先となるクラス代表ベクトルの選定に，自由
度がある。

クラス代表ベクトルとしては，しばしば，1-of-K 符号化が
用いられている[1-4]。このとき，LSLC で作られる写像が，
ベイズ決定則での事後確率を線形近似するものになること
が知られている[1][5]。

一方で，各クラスのまとまりが一直線上に位置するような３
クラス以上からなるデータに対しては，クラス代表ベクトルと
して 1-of-K 符号化を用いて LSLCを行うと，正しい識別が
行えないことが知られている[2-4]。

本稿では，その改善策としてクラス内平均をクラス代表ベ
クトルとする方法を採用すれば，一直線上に３クラス以上が
位置するようなデータに対してもLSLC でよい識別結果が得
られることを示す。さらに，線形判別分析と同様な識別力
を持つ見込みのあることも示す。実験結果により検証する。

２．準備
２．１　最小２乗線形判別法（LSLC）

入力データ（入力ベクトル）は，M 次元の列ベクトル x （∈ 
RM）であり，K クラス {Ck}k=1K のいずれかに属していると
する。クラスを代表するJ 次元のクラス代表ベクトル を ck（∈ 
RJ） とする。

x からJ 次元ベクトル y（∈ RJ）へのアフィン変換を線形
変換で表現するために，x を斉次座標で表現し，

x~T : = [xT, 1],
y = ATx~,
とする。ここに，xT は x の転置を表し，A は (M+1)×J

次元の行列である。
各クラスの入力データをクラス代表ベクトルに集中させるこ

とを考え，クラス代表ベクトルとの最小２乗誤差
Q : = Σk=1

K ωk ECk （y-ck）T（y-ck）                     (1)
が最小となるように Aを求める。
ここに，ECk は，クラスCk の範囲内で平均をとることを意味
する。ωk は Ck の先見確率であり，（クラスCk の入力デー
タ数）／（全ての入力データ数）で近似する。

すると，A は，正規方程式
R AT = Σk=1

K ωk μk
~ ck

T                             
を解くことで求められる。ここに，
μk~ : = ECk x~，
R : = E x~ x~T。

このとき，y の張る空間は，{Ck}k=1K を通るK-1 次元超
平面となっている[1]。

２．２　ベイズの決定則と1-of-K 符号化
誤識別率最小となるベイズの決定則では，ベイズの事後

確率 p（Ck|x）（k=1, . . , K）が最大となるクラスに xを識
別する。この事後確率からなるK 次元ベクトル 
B（x） : = [p（C1|x）, p（C2|x）, . . . , p（Ck|x）]T

をアフィン変換を含めた線形変換 D（∈ R（M+1）×K）で
最小２乗近似
Σx （DT x~ - B（x））T（DT x~ - B（x）） → min
することを考える。するとD は，式（1）において，ck を 1-of-
K 符号化（k 次元目の要素だけ１でそれ以外の要素が 0
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のベクトル）
ck = [0, . . , 0, 1, 0, . . . , 0]T

で与えたときに，求められるA（ただし，J=K） と一致する[1]
[5]。

識別されるクラスは，DTx の要素で最大値をもつ次元と
なる。これはまた，|ck|（k=1, …, K）が一定値であるため，
クラス代表ベクトルとの距離が最小のクラスに識別されること
と同値である[1]。

２．３　1-of-K 符号化のクラス代表ベクトルでうまく最小２乗
線形判別できない例

前述の 2.1, 2.2より，クラス代表ベクトルとして，1-of-K 符
号化がしばしば用いられている。しかし，各クラスが一直線
上に並ぶようなときには，正しい線形決定境界が得られない
ことが知られている[2-4]。

一例を図１と表１に示す。図１における点が入力データで
あり色でクラスが示されている。×が誤識別された入力デー
タであり，×の色のクラスに誤識別されたことを表す。表１で
は，行が真のクラスで，列が識別されたクラスを表す。この
例では，C2 がうまく識別されておらず，全体として 35/150
が誤識別されている。

３．1-of-K を使った最小２乗線形判別がうまくいかない
場合の考察

複数（K>=3）クラスが一直線上に並んでいるとき，入
力データには線形従属性が高くなる。

一方で，1-of-K 符号化のクラス代表ベクトルは正規直交

系をなしているので，線形独立である。
線形従属なデータから線形独立なデータに変換するア

フィン変換は存在しないが，1-of-K 符号化をクラス代表ベク
トルとして LSLCをすることは，線形従属なデータから線形
独立なデータへのアフィン変換を最小２乗誤差基準で求め
ていることに相当する。このため，クラス間を分離する方向
での広がり（直線状の広がり）に寄与しないクラス代表ベク
トルが生じる。この寄与しないクラス代表ベクトルに対応す
るクラスの入力データは，正しく識別されなくなる。

４．対策と有効性
クラス代表ベクトルとして，入力ベクトルのクラス内での平

均（クラス平均ベクトル）
ck = ECk x = μk

を採用し，そのときの有効性について考察する。

４．１　クラスが一直線上に並ぶデータに対して
クラスが一直線上に並ぶ入力データのモデルとして，各ク

ラスCk の入力データ（x ∈ Ck）が一定値
x = μk （∀k）
であり，{μk} が一直線上に並んだ場合を想定する。そして，
式（1）を満たすアフィン変換 AT について考察する。

クラス平均ベクトルをクラス代表ベクトルにしたときには，自
明なアフィン変換
AT = [IM | 0]
が存在し，2 乗誤差 Q = 0となる。ここに，IM は，M×M
の単位行列で，0 は M 次元の 0 ベクトルである。

一方，1-of-K 符号化をクラス代表ベクトルとするときには，
３で示した通り，従属なベクトルを線形独立なベクトルに変
換するアフィン変換は存在しないので，2 乗誤差を0 にする
ことができない。

４．２　線形判別分析に相当する判別基準
クラス平均ベクトルをクラス代表ベクトルにしたときには，各

クラスの入力ベクトルがクラス平均ベクトルを近似するように
アフィン変換を求めているので，仮に，各クラス平均ベクトル
μk が，アフィン変換により，近似的に
μk に変換される
ATμk~ ≒ μk　
と仮定する。すると，クラス間分散
ΣB : = 1/2 ΣkΣ1 ωk ω1（μk-μ1）（μk-μ1）T

は，ATによるアフィン変換後もほぼ不変
ΣB≒1/2 ΣkΣ1 ωk ω1 （ATμk~-ATμ1~)(ATμk~-ATμ1~）T

となる。
よって，クラス平均ベクトルをクラス代表ベクトルとする最小

２乗基準（1）は，
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表1　図1の識別結果表

図1　直線上に並んだ3クラスに対し，1-of-K符号化で
LSLCをした結果（×は誤識別のデータを示す）
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（1）クラス間分散を一定にすること
（2）クラス内分散を最小化すること
をできるだけ両立させるアフィン変換を求めているとみなせ
る。この基準は，（クラス内分散／クラス間分散）を最小
化する判別分析の基準と同様な基準である。このため，判
別空間上での距離に基づく識別と同様な識別力が得られ
ることが期待される。

４．３　クラス代表ベクトルの役割分担
クラス平均ベクトルをクラス代表ベクトルにすることによって，

クラス代表ベクトルの役割の中から，ベイズの事後確率を近
似するという役割を外すことができ，これにより柔軟性が高ま
り，線形従属な入力データに対してよりよい識別を与えるア
フィン変換が得られるようになる。

クラス代表ベクトルは，各クラスとの対応ができている場合
には，その対応関係はテーブルルックアップなどの非線形写
像で容易に構築できる。さらに，未知入力ベクトルのアフィ
ン変換後のベクトルと各クラス代表ベクトルからの距離に基
づいて，所望する尺度（例えば事後確率に相当するものな
ど）を定義することもできる。

５．シミュレーション実験
５．１　クラスが一線上に並んでいる人工データ

前述の 2.3と同じ入力データに対して，クラス平均ベクト
ルをクラス代表ベクトルとして LSLCを適用した結果を図２と
表２に示す。

図２における印の意味は図１と同様である。表２より，表１
と比べて誤識別率が，35/150 から1/150 へと削減されて
おり，クラス平均ベクトルをクラス代表ベクトルにする有効性
を見ることができる。

５．２　フィッシャーのアイリスデータ
フィッシャーのアイリスデータに対して識別率を求めた。
1-of-K 符号化をクラス代表ベクトルにしたときの識別結果

を表３に示す。クラス平均ベクトルをクラス代表ベクトルにし
たときの識別結果を表４に示す。ここに，C1，C2，C3 は，各々，
setosa, visicolor, virginicaを表す。

クラス平均ベクトルをクラス代表ベクトルにすることにより，
誤識別率が 23/150 から3/150 に削減されることがわかる。

なお，表４の結果は，線形判別分析をした後に各クラス
の分布が同一共分散行列を持つ正規分布と仮定して線形
識別関数を構成したときの識別結果 [4]と同じであった。

６．おわりに
LSLCを適用する際，クラス代表ベクトルとして，1-of-K

符号化でうまく識別できない入力データに対しても，クラス平
均ベクトルを採用することにより，識別できるようになることを
示した。

この方法を用いれば，線形判別分析に必要な固有値問
題を解かずに，逆行列問題を解くだけで，線形判別分析法
と同等の識別結果が期待されることも示した。

今後の課題として，より厳密な理論的解析が期待される。
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表1　図2の識別結果表

図2　直線上に並んだ3クラスに対し，クラス平均で
LSLCをした結果（×は誤識別のデータを示す）
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表3　アイリスデータに対し，1-of-K符号化でLSLCを
した識別結果表
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表4　アイリスデータに対し，クラス平均でLSLCをした
識別結果表
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Abstract: The least-squares linear classification method (LSLC) is more convenient than linear 
discriminant analysis (LDA) because the eigenvalue problem is not necessary. However, LSLC with 
a 1-of-K coding scheme for the target vector sometimes gives poor classifications especially when 
the number of class (K) is larger than 2 and the classes are mostly in line. This paper adopts the class 
mean vector for the target in LSLC, and shows that the LSLC gives almost the same classification 
performance as LDA.
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